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Aufgabe 1. Kleinaufgaben [15 Punkte]

Bearbeiten Sie die folgenden Aufgaben. Begriinden Sie Ihre Antworten jeweils kurz.
Reine Ja/Nein-Antworten ohne Begriindung geben keine Punkte.

a. Gilt 2n € o(n)? Beweisen Sie Ihre Antwort! [1 Punkt]

b. Im folgenden Graphen wird eine Breitensuche ausgehend vom Knoten A ausgefiihrt, sodass bei
mehreren Moglichkeiten jeweils die Knoten in alphabetischer Reihenfolge ausgewihlt werden.
Geben Sie die Knoten in der Reihenfolge an, wie sie von dieser Breitensuche jeweils zum ersten
Mal betrachtet werden. Geben Sie auflerdem an, bei welchen Kanten es sich um tree-, backward-
bzw. cross-Kanten handelt.

[4 Punkte]

(weitere Teilaufgaben auf den nichsten Blittern)
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Fortsetzung von Aufgabe 1

c. Ist der folgende Baum ein (2,4)-Baum nach Definition aus der Vorlesung? Begriinden Sie Ihre

Antwort!
23305075
314247

|
50/ |58]73]75] |86]92]98] ]

86 92 98

[1 Punkt]
d. Betrachten Sie die folgende Aussage iiber Rekurrenzen:
Seien a, b, c,d positive Konstanten und n € N. Ist
T(n) = a fﬁrnzlj
d-T([n/b])+c-n firn>1
dann gilt
0 fallsd <b
T(n) € (n]) J s = .
O(n°=?) fallsd > b
Ist diese Aussage wahr? Beweisen Sie Ihre Antwort! [3 Punkte]

(weitere Teilaufgaben auf den nichsten Blittern)
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Fortsetzung von Aufgabe 1

e. Es sei G = (V,E) ein gerichteter und zusammenhingender Graph mit Kantengewichten aus N.
Es seien A,B € V zwei Knoten aus G und P die Menge aller Pfade von A nach B. Es sei Pr‘?l{g die
Menge aller kiirzesten Pfade von A nach B. Ein zweitkiirzester Pfad von A nach B ist definiert als
ein kiirzester Pfad von A nach B aus der Menge P\ P2B Betrachten Sie folgenden Algorithmus:

min °

1. Berechne Dijkstras Algorithmus in G ausgehend von A. Sei p der berechnete kiirzeste Pfad
von A nach B.

2. Bestimme die Kante e mit geringstem Gewicht auf p.
3. Setze E' = E\ {e}.

4. Berechne Dijkstras Algorithmus auf G’ = (V,E’) ausgehend von A und gebe den hierbei
berechneten kiirzesten Pfad von A nach B aus.

Berechnet dieser Algorithmus immer einen zweitkiirzesten Pfad zwischen A und B? Beweisen
Sie Thre Antwort! [3 Punkte]

(weitere Teilaufgaben auf den nichsten Blittern)
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Fortsetzung von Aufgabe 1

f. Es sei L eine doppelt verkette Liste mit Head-Element, deren Elemente natiirliche Zahlen
enthalten. Geben Sie im Pseudocode einen Algorithmus insertMiddle(L,a) an, der als Uberga-
beparameter eine Zahl a € N und L erhilt. Der Algorithmus soll in der Mitte von L ein neues
Listenelement mit Eintrag a einfiigen. Genauer sei n die Anzahl Eintridge in L bevor das neue
Element eingefiigt wird (Head-Element nicht mitgezihlt). Dann soll der Algorithmus das neue
Element an Position [n/2| + 1 eintragen. Die Laufzeit des Algorithmus soll in O(n) liegen.

Sie konnen davon ausgehen, dass L einen Zeiger head auf das Head-Element in L bereit stellt
und mindestens einen Eintrag enthilt. Die Liste stellt keine anderen Funktionen oder Zeiger zu
Verfiigung, auch die Anzahl an Elementen in L ist nicht bekannt. Sie miissen weder die Laufzeit
noch die Korrektheit ihres Algorithmus beweisen. Kommentieren Sie Thren Algorithmus zur
besseren Verstindlichkeit. [3 Punkte]
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Aufgabe 2. Sortieren [7 Punkte]
a. Sortieren Sie das Array (15,2,13,27,1,9,12,4) mit dem MergeSort-Algorithmus. Verwenden

Sie zur Darstellung das Schema aus der Vorlesung und geben Sie bei jedem Schritt an, ob es sich
um einen split- oder merge-Schritt handelt. [2 Punkte]

b. Nennen Sie zwei Vorteile von vergleichsbasiertem Sortieren im Vergleich zu ganzzahligem
Sortieren! [2 Punkte]

(weitere Teilaufgaben auf den nédchsten Blittern)
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Fortsetzung von Aufgabe 2

c¢. Ein Sortieralgorithmus wird stabil genannt, wenn er die Reihenfolge von gleichwertigen
Elementen nicht veridndert, d.h. sind die Elemente A und B gleich und A steht vor dem Sortieren
vor B, so wird A auch nach dem Sortieren vor B stehen.

Der QuickSort-Algorithmus aus der Vorlesung ist nicht stabil. Geben Sie eine Modifikation von
QuickSort an, sodass der Algorithmus stabil ist. Hierbei soll die grundsitzliche Funktionsweise
und Laufzeit von QuickSort erhalten bleiben. Ihre Modifikation muss die In Place Eigenschaft
des QuickSort Algorithmus nicht erhalten. Begriinden Sie kurz, warum Thre Modifikation funk-
tioniert.

Fiir diese Aufgabe ist kein Pseudocode notwendig, es geniigt, wenn Sie Thre Modifikation
eindeutig beschreiben. [3 Punkte]
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Aufgabe 3. Spannbdume [12 Punkte]

a. Berechnen Sie einen minimalen Spannbaum des unten angegebenen Graphen mit dem Al-
gorithmus von Kruskal. Geben Sie dabei die Kanten in der Reihenfolge an, in der sie der
Algorithmus von Kruskal ausgibt.

[2 Punkte]

b. Geben Sie je ein Pro-Argument fiir den Algorithmus von Jarnik-Prim und den Algorithmus
von Kruskal an. [2 Punkte]

(weitere Teilaufgaben auf den nichsten Blittern)
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Fortsetzung von Aufgabe 3

c. Ergiinzen Sie den folgenden Graphen um Kantengewichte, sodass bei der Berechnung eines
minimalen Spannbaums durch die Algorithmen von Kruskal und Jarnik-Prim beide Algorithmen
die Kanten in unterschiedlicher Reihenfolge auswihlen, wenn der Algorithmus von Jarnik-Prim
beim Knoten A beginnt. [1 Punkt]

Es sei im Folgenden G = (V, E) ein ungerichteter und zusammenhzngender Graph mit ganzzah-
ligen Kantengewichten. Ein maximaler Spannbaum von G ist ein Spannbaum von G, bei dem
die Summe der Kantengewichte maximal unter allen moglichen Spannbaumen von G ist.

d. Beweisen Sie: Die leichteste Kante auf einem Kreis in G wird nicht fiir einen maximalen
Spannbaum von G benétigt. [2 Punkte]

(weitere Teilaufgaben auf den nichsten Blittern)




Name: Matrikel-Nr:

Klausur Algorithmen I, 11. April 2018 Blatt 10 von 18

Fortsetzung von Aufgabe 3

e. Beweisen Sie: Fiir alle S C V kann die schwerste Kante im Schnitt C = {{u,v} € E: u €
S,v € V'\ S} fiir einen maximalen Spannbaum verwendet werden. [2 Punkte]

f. Beschreiben Sie einen Algorithmus, der in Zeit O(|E|log|E|) in G einen maximalen Spann-
baum berechnet. Erkldren Sie kurz, wieso Ihr Algorithmus wirklich einen maximalen Spannbaum
berechnet und in der gewiinschten Zeit l4uft. Fiir diese Aufgabe ist kein Pseudocode und kein
formaler Beweis notwendig. [3 Punkte]
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Aufgabe 4. Heaps [7 Punkte]

Hinweis: In dieser Aufgabe handelt es sich bei Heaps stets um Min-Heaps.
a. Gegeben sei folgender bindrer Heap in impliziter Darstellung. Zeichnen Sie den Heap in

Baumdarstellung. [1 Punkt]

b. Fiihren Sie auf folgendem Array die Methode buildHeapBackwards aus der Vorlesung aus, um
einen bindren Heap aufzubauen. Geben Sie dabei das Array nach jeder Verdnderung an. Eintrége,
die sich nicht verdndern, diirfen Sie dabei leer lassen. In diesem Fall werten wir die letzte Zahl,
die in einer der dariiberliegenden Spalten steht. [2 Punkte]

10 | 4 6 2 5 9 3

Platz fiir Korrekturen:

(weitere Teilaufgaben auf den nédchsten Blittern)
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Fortsetzung von Aufgabe 4

c. Fiihren Sie auf folgendem binirem Heap die Methode deleteMin aus der Vorlesung aus. Geben
Sie dabei das Array nach jeder Verdnderung an. Eintrdge, die sich nicht verdndern, diirfen Sie
dabei leer lassen. In diesem Fall werten wir die letzte Zahl, die in einer der dariiberliegenden
Spalten steht. [2 Punkte]

1 2 4 6 9 8 5 7 | 11 | 10

Platz fiir Korrekturen:

1 2 4 6 9 8 5 7 | 11 | 10

d. Geben Sie moglichst genau die Zeitkomplexitit der Methoden min, insert, deleteMin und
buildHeap eines bindren Heaps im O-Kalkiil an. [2 Punkte]
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Aufgabe 5. Hashing [9 Punkte]

a. Gegeben sei folgende Hashtabelle, welche lineare Suche zur Kollisionsauflosung verwendet:

34 24 165 |44 | 75|18 | 37

Es ist bekannt, dass 18 als erstes eingefiigt wurde und dass 65 zeitlich vor 24 eingefiigt wurde.
Als Hashfunktion wurde
h(x) := x mod 10

verwendet.
Bestimmen Sie die vollstindige Reihenfolge, in welcher die Schliissel in die Hashtabelle einge-

fiigt wurden. Begriinden Sie ihre Antwort.
Sie konnen folgende Tabellen als Hilfe benutzen:

0|1(2/3[4|5/6|7(8[9](0|1[2(3[4|5|6/7|8|9

[3 Punkte]

b. Nennen Sie zwei Vorteile von Hashing mit verketteten Listen gegeniiber Hashing mit linearer
Suche. [2 Punkte]

(weitere Teilaufgaben auf den nédchsten Blittern)
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Fortsetzung von Aufgabe 5

c. In einem Lebensmittelladen wurde ein automatisches Bestellungssystem installiert, das mit
einer FIFO Queue arbeitet. Jedes mal, wenn ein Kunde eine Bestellung aufgibt, werden die
Bestelldaten (Produkt, Menge, Name des Kunden) in die Queue eingefiigt. Der Besitzer des
Ladens arbeitet die einzelnen Auftrdge in der Queue nacheinander ab. Um zu vermeiden, dass
ein Produkt ausverkauft ist, mochte er jeder Zeit in seinem System abfragen konnen, wie viele
Einheiten eines Produktes sich gerade in der Queue befinden.

Beschreiben Sie, wie Sie das Bestellsystem so modifiziern wiirden, dass folgende Operationen in
erwartet O(1) Zeit ausgefiihrt werden konnen.

e enqueue(B): Fugt eine Bestellung B := (Produkt p,Menge m,Name des Kunden) an das
Ende der Queue ein.

e dequeue(): Extrahiert die aktuelle Bestellung B aus der Queue.

e query(p): Gibt die Menge von Produkt p zuriick, die sich aktuell in der Queue befindet.

Hinweis: Es ist bekannt, dass der Laden insgesamt n verschiedene Produkte fiihrt. Die im
Bestellungssystem installierte Queue kann maximal g Bestellungen enthalten und es gilt g < n.
Thre Datenstrukturen diirfen O(g) Platz verwenden. Fiir diese Aufgabe ist kein Pseudocode
notwendig.

[4 Punkte]
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Aufgabe 6. Dynamische Programmierung [10 Punkte]

Gegeben sei eine binidre Matrix A der Grofe M x N, d.h., eine Matrix, die nur O und 1 enthilt.
Gesucht ist die Grofe Icssy (A) der grofiten zusammenhingenden quadratischen Teilmatrix, die
nur 1 enthilt.

Beispielsweise ist Icss; (A) = 3 fiir die folgende Matrix A € {0, 1}6:

011011
011111
001111
1 01111
01110060

a. Markieren Sie eine grofite zusammenhéngende quadratische ler-Teilmatrix in der untenste-

henden 6 x 8 Matrix und geben Sie deren GréBe an. [1 Punkt]
Korrektur:
00111101 00111101
1 0111000 1 0111000
1 1 111111 1 1111111
11111111 1 1111111
01111111 01111111
01 111011 01111011

(weitere Teilaufgaben auf den nichsten Blittern)
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Fortsetzung von Aufgabe 6

b. Angenommen, Sie kennen zu einer gegebenen Matrix A lediglich Position und Grof3e der ein-
deutig bestimmten groflten zusammenhéngenden quadratischen 1er-Teilmatrix, die restlichen
Eintrdge sind Ihnen nicht bekannt. Dies sei hier beispielhaft visualisiert (ein ,,?* steht dabei fiir
ein unbekanntes Bit, die angegebenen Bits stellen die grofite zusammenhidngende quadratische
ler-Teilmatrix dar):

2?2727 77?7 2277?27?72 77??77?
2?2?2777 22?2?2277
2?2?2721 111727 2?22?21 111727
????71 11177 ????21 11177
????71 11177 2?27?21 11177
???T?7T1 11177 2?2?7721 11177
7?7?27 2?2?27

Konnen Sie in beiden Fillen eindeutig die
1. Positionen
2. GroBen

der jeweils groBten zusammenhéngenden quadratischen ler-Teilmatrizen der grau markierten
Flichen angeben, obwohl die restlichen Eintrdge der Matrizen nicht bekannt sind? Begriinden
Sie Ihre Antworten. [2 Punkte]

(weitere Teilaufgaben auf den nichsten Blittern)
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Fortsetzung von Aufgabe 6

c. Entwerfen Sie nach dem Entwurfsprinzip der dynamischen Programmierung einen Algorith-
mus, welcher zu einer gegebenen Matrix A € {0,1}M*N die gesuchte GroBe Icss;(A) berechnet.
Die Laufzeit des Algorithmus soll dabei in O(M - N) liegen. Fiir diese Aufgabe ist kein Pseudo-
code notwendig, es geniigt, wenn Sie Thren Algorithmus eindeutig beschreiben. [5 Punkte]

d. Analysieren Sie die Laufzeit und den Speicherverbrauch Ihres Algorithmus im O-Kalkiil.
[2 Punkte]
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Konzeptpapier fiir Nebenrechnungen.




